11. Differentialgleichungen

11.1 Separierbare Differentialgleichung

Typische Form

	� EINBETTEN Equation.2  ���

Die Lösung erhält man durch Separieren

	� EINBETTEN Equation.2  ���

und Integrieren

	� EINBETTEN Equation.2  ����Bemerkungen:

g	: hängt nur von x ab

h	: hängt nur von y ab





Als erster Schritt müssen die Variablen Separierte werden. d.h alle x auf eine Seite und alle y auf die andere.





C 	:Integrationskonstante



Siehe auch Stöcker p.609��

11.2 Substitution zB. mit y=v(x 

Gegebene Form

	� EINBETTEN Equation.2  ���

Substitution durch

	� EINBETTEN Equation.2  ��� 

	und die Ableitung davon

	� EINBETTEN Equation.2  ���

Für die Rechte rechte Seite erhält man

	� EINBETTEN Equation.2  ���

Somit:

	� EINBETTEN Equation.2  ���

Nach dem Auflösen nach v und x muss man noch Rücksubstituieren.�Bemerkung:

h und g sind homogene Funktionen gleichen Grades



Eine Funktion ist homogen wenn gilt.

	� EINBETTEN Equation.2  ���











Durch die Substitution wird führt man die Homogene DG in eine Separierbare über.







Siehe auch Stöcker p.609���11.3 Exakte Differentialgleichung

Typische Form

	� EINBETTEN Equation.2  ���

oder

	� EINBETTEN Equation.2  ���



Lösungsweg:

(1)	� EINBETTEN Equation.2  ���



 P Integrieren über x ergibt:

(2)	� EINBETTEN Equation.2  ���



Die Integrationskonstante f(y) erhält man durch integegration von (3)

(3)	� EINBETTEN Equation.2  ���



Diese wird dann in (2) eingesetz und man erhält dann (4)

Die Lösungform ist

(4)	� EINBETTEN Equation.2  ����

Herausfinden ob Exakt:

	� EINBETTEN Equation.2  ���



Möglicherweise mit einem Integrierenden Faktor M exakt machen.

M=M(x) oder M(y).

	� EINBETTEN Equation.2  ���

d.h.

	� EINBETTEN Equation.2  ���

















C : Integrationskonstante



Siehe auch Stöcker p.609���11.4 Lineare Differentialgleichungen 1 Ordnung

Lineare DG 1. Ordnung

Typische Form

	� EINBETTEN Equation.2  ���

Sie ist homogen wenn 

	� EINBETTEN Equation.2  ���

Lösung:

	� EINBETTEN Equation.2  ����p und q sind nur von x abhängig.



q wird inhomogenität, Störung, oder quellterm genannt.



Siehe auch Stöcker p.610��11.4.1 Methoden der „Variablen Konstanten“



1.Schritt

Löse die Homogene DG:

	� EINBETTEN Equation.2  ��� Diese ist separierbar.

Allgem. Lösung:

	� EINBETTEN Equation.2  ���



2.Schritt

Berechne eine partikuläre Lösung:

	� EINBETTEN Equation.2  ���



in dem wir C=C(x) auffassen (variieren).

Wir nehmen an:

	� EINBETTEN Equation.2  ���

Einsetzen in DG

	� EINBETTEN Equation.2  ���

Einsetzen und auflösen erhält man:

	� EINBETTEN Equation.2  ���

 

3. Schritt

Die allgem. Lösung ist nun:

	� EINBETTEN Equation.2  ����



Siehe auch Stöcker p.610���11.5 Lineare Differentialgleichung 2. Ordnung

Reduktion der Ordnung

Aus 	

	� EINBETTEN Equation.2  ���

erhalten wir zwei DG 1. Ordnung

	� EINBETTEN Equation.2  ��� => y’ = z



	� EINBETTEN Equation.2  ����Bemerkung

Man kann jede DG höherer Ordnung in ein System vom DG 1. Ordnung überführen.

Diese kann dann mit einer der bekannten Methoden gelöst werden.



��11.6 Superpositionsprinzip

Für homogene Lineare DG, beliebiger Ordnung, gilt: Sind y1 und y2 zwei Lösungen der DG, dann ist auch

	� EINBETTEN Equation.2  ���

eine Lösung der DG 



Für inhomogene Lineare DG 

	� EINBETTEN Equation.2  ���

gilt:

	� EINBETTEN Equation.2  ����Bemerkungen

yh: 	Allgem. Lösung der zugehörigen homogenen DG

yp: 	Partikulare Lösung.�Kann oft erraten werden wegen Abhängigkeit von r(x)���11.7 Lineare DG mit konstanten Koeffizienten 2. Ordnung

Typische Form

	� EINBETTEN Equation.2  ���



Lösungsweg in 4 Schritten

1.Schritt: 

Lösung der zugehörigen homogenen DG

	� EINBETTEN Equation.2  ���



Erstelle charakteristische Gleichung

	� EINBETTEN Equation.2  ���

(Die Exponenten entsprechen dem Grad der Ableitung.)



Lösungen aus der char. Gleichung:

(1=(2

	� EINBETTEN Equation.2  ���

(1((2 (((R)

	� EINBETTEN Equation.2  ��� (C1,C2(R)

(1,2= -a/2(j(

	� EINBETTEN Equation.2  ���

Wobei

	� EINBETTEN Equation.2  ����Bemerkungen

	� EINBETTEN Equation.2  ���



Siehe auch Stöcker p.612



























C1,C2 nicht zusammenfassen!���

2.Schritt

 Berechnen einer Paritikulären Lösung der inhomogenen Gleichung:



Wähle unten, anhand von r(x) , den Ansatz. Wenn der Ansatz bereits eine Lösung der homogenen DG ist, verwende Modifizierungsregel.



Bestimme die Konstanten des Ansatzes,durch  einsetzen in die DG.�	� EINBETTEN Equation.2  ����in DG einsetzen. �	� EINBETTEN Equation.2  ����	a,b  sind die koeffizenten der DG  , r ist die Störung der DG�Danach bestimme Cn (ev. () durch koeffizientenvergleich. (Das linke muss das rechte ergeben)

Ansatz:��Störung r(x) ‘rechts der Gleichung’�Ansatz für yp��� EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ������ EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ������ EINBETTEN Equation.2  ��� oder � EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Equation.2  ��������Grundregel:	�Falls r(x) eine der Funktionen in der linken Spalte der Tabelle ist, so verwendet man die entsprechende Funktion in der rechten Spalte im Ansatz für die partikuläre Lösung  yp.��Modifizierungs-regel:�Die Grundregel wird modifiziert, falls ein Ansatz für yp genommen werden müsste, der 
gleich einer der Lösungen
 der zugehörigen homogenen Gleichung ist. In diesem Fall nehme man des x-fache des ersten Vorschlages, bzw. das x2
-fache, falls die charakter
istische Gleichung eine 
reelle Doppellösung
 hat.��Summenregel:�Besteht die Störung aus einer Summe der Einträge in der linken Spalte, so verwende man im Ansatz für yp die entsprechende Summe der rechten Spalte.��3.Schritt: 

Bestimme die allgemeine Lösung der DG.

	� EINBETTEN Equation.2  ����



yh enthält noch C1..Cn ��4.Schritt: 

Bestimme eine Speziele Lösung mit den Anfgangsbedingungen.

y(x) aus Schritt 3 mehrmals ableiten. Dann x mit den Anfangsbedinungen setzen. 

Dies für auf ein Gleichungsystem mit den Variablen C1...CN nach den aufgelöst werden muss.���11.7.1 Lösen liniearer DG’s mit konstanten koeffizenten höhere Ordnung

Gegeben DG folgender Form

	� EINBETTEN Equation.2  ����y=y(x)

ax	Koefizenten

g(x)	Störung��1. Lösung der homogenen Gleichung���Die charaktreristische Gleichung

	� EINBETTEN Equation.2  ���

mit den Nullstellen

	(1, (2, (3, (4, ....(n�(=((x)	

ax	Koefizenten

(k	Nullstellen��Für die doppelten und vielfachen reelen Nullstellen gilt:

	� EINBETTEN Equation.2  ���

und für die Komplexen vielfachen Nullstellen gilt siehe Stöcker�����2. Lösen der Inhomogenen Gleichung ���Siehe weiiter vorne���



11.8 Wronski-Determinate



� EINBETTEN Equation.2  ����Die Wronski-Determinate ist ein Hilfsmittel. Mit ihr kann überprüft werden ob zwei  Lösungen Linear unabhängig sind.

Zwei Lösungen einer DG sind dann lin. unabhängig wenn  W(x) ( 0 für wenigstens ein x.���

11.9 Systeme von Differentialgleichungen

Aus einem System von zwei DG’s 1. Ordung  erzeugt man eine DG 2. Ordnung.



BSP:	x=x(t)  ,  y=y(t)

	� EINBETTEN Equation.2  ���	zwei DG  1. Ordung

		==>

	� EINBETTEN Equation.2  ���	x’ und x in 1. Gleichung einsetzen

		==>

	� EINBETTEN Equation.2  ���	man erhält eine DG 2. Ordung



Nun weiter  wie in „Lineare DG mit konstanten Koeffizienten“ beschireben.



Lösungsform:

		x(t) = ....

		y(t) = ....

���11.10 Elektronische Schwingkreise

Spannungen:

	� EINBETTEN Equation.2  ���

	� EINBETTEN Equation.2  ���

	� EINBETTEN Equation.2  ���

	� EINBETTEN Equation.2  ����� EINBETTEN Word.Picture.6  ���

	� EINBETTEN Equation.2  ���

Q	: Ladung	[C]��
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